Symmetrische graphen mit auflösbaren stabilisatoren  by Weiss, Richard
JOURNAL OF ALGEBRA 53, 412-415 (1978) 
Symmetrische Graphen mit auflijsbaren Stabilisatoren 
RICHARD \VEISS 
II. Mathematisches Institut der Freien Universitiit Berlin, 
Kkigin-Luise-Str. 24-26, D-1000 Berlin 33, Germany 
Communicated by Graham Higman 
Received May 13, 1976 
Gegeben sei ein ungerichteter Graph r und eine Untergruppe G seiner 
Automorphismengruppe. Sei x eine beliebige Ecke von lY Wir bezeichnen mit 
T(x) die Menge der Nachbarn von x, mit G(x)r(“) die Permutationsgruppe, 
die der Stabilisator G(x) von x auf T(x) induziert, und mit K(x) den Kern des 
natiirlichen Homomorphismus von G(x) auf G(x)r’“). Eine Folge (x0 , x, ,..., xs) 
von s + 1 Ecken xi heif3t ein s-Weg, wenn xi-I E T(xJ fur 1 &< i < s und 
xi-a # xi fur 2 < i ,< s. Der Graph r heif% (G, s)-transitiv, falls G transitiv 
auf der Menge aller s- aber nicht auf der Menge aller (s -+ I)-Wege in r operiert. 
Sei K(x, y) = K(x) n K(y) fury E T(x). 
Wir beweisen: 
SATZ. Sei I’ ein zusammenhiingender, endlicher, ungerichteter Graph, {x, y> 
eine Kante van rand G eine Untergruppe van Aut(lJ derart, daJ r (G, s)-transitiv 
mit s 3 2 ist. Sei d = 1 T(x)!. Die Gruppe Go sei auflijsbar. Dann gilt 
s < 3 und K(x, y) = 1, falls (d, 6) # 1 und d > 4. Stimmt die Vermutung, 
die Thompson in [9] aufgestellt hat, dann gilt s < 3 und K(x, y) = I, such 
wenn (d, 6) = 1. 
Weder s < 3 noch K(x,y) = 1 mul3 gelten, wenn d = 3 oder 4; immerhin 
gilt s < 5, wenn d = 3, entweder s < 4 oder s = 7, wenn d = 4, und 
K(xo) n ... n K(xs& = 1 fur jeden (s - 2)-Weg (x0 ,..., x,-J in beiden Fallen 
(siehe [2] und [lo]). Siehe such [l, 71 fur verwandte Resultate. 
Zum Beweis nehmen wir zunachst an, da13 K(x, y) = 1, so da13 / G(x, y)I 
Teiler von 1 G(x, Y)~(“) j . 1 G(x, Y)~(v) / = / G(x, Y)“~) I2 ist, wobei G(x, y) = 
G(x) n G(y). Da r (G, s)-transitiv ist, ist (d - 1),-l Teiler von ! G(x, y)j. 
Wir iiberlassen es dem Leser, anhand von [6] nachzupriifen, daf3 s ,< 3 aus 
(d - l)s-l 1 I G(x,~)~@) I2 h ervorgeht. Zum Beweis des Satzes wird es also 
reichen, K(x,y) = 1 nachzuweisen. 
Sei also K(x, y) # 1. Aufgrund von [2, (2.3)] ist j K(x, y)I Potenz einer 
Primzahlp. Sei x E T(y) - {x} beliebig. Aus K(x, y) = K(y, z) wtirde K(x, y) A 
<G(x,Y), G(Y, 4) = G(Y), da G(Y) r(Y) 2-transitiv ist, und also K(x, y) = 
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a-X(x, y) a g &G(y) a = G(x), wo a E G ein Element ist, das x and y 
vertauscht. Da r zusammenhangend ist, operiert (G(x), G(y)) transitiv 
auf der Kantenmenge von I’. Damit mu8 K(x, y) # K(y, 2). Wegen K(x, y) a 
K(y) a G(y, z) ist demzufolge O,(G(y, ~)r(~)) + 1. 
Da K(x)r(Y) Untergruppe von G(x, y)r(u) und K(x,y) eine p-Gruppe ist, 
ist G(x) auf&bar. Da G(x) r(z) 2-transitiv und auflijsbar ist, ist d Potenz einer 
Primzahl 7~. Sei S eine beliebige p-Sylowgruppe von G(x, y) und A eine beliebige 
{n, p}-Hallgruppe von G(X), die S enthalt. Weil p Teiler von d - 1 ist, gilt 
p # rr und insbesondere S E Syl,(G(x)). 1st a E G(x) und [a, K(x, y)] = 1, 
so mu8 a e G(y), weil K(x, y) = a-iK(x, y) a = K(x, (y) a) und K(x, y) f 1. 
Damit gilt O,(A) f A(y), wobei A(y) = A n G(y), wegen K(x, y) < 
O,(G(x)) d O,(A). Analog gilt O&J(y)) < K(x, Y), da K(w, x) < O,(~Y)) 
und K(y, x) < 0,(/l(y)) fur jedes w E T(x) und x E T(y). Demnach gilt 
O,(A) < K(x, y) und also O,(A) = 1, da k-(x, y) eine p-Gruppe ist. Aufgrund 
von [5, (6.3.2)] ist C,(O,(A)) < O,(A). Sie B eine beliebige {n, p}-Hallgruppe 
von G(y), die S enthalt. Da A bzw. B transitiv auf T(x) bzw. T(y) operiert, 
kann (A, B) nicht im Normalisator einer nichtrivialen Untergruppe von S 
liegen. 1st p ungerade, so mu0 np = 6 aufgrund von [4, (1.4)]. 1st p = 2, dann 
folgt 7~p = 6 aus der in [9] aufgestellten Vermutung. Wir werden also ,rp = 6 
annehmen. 
Wie wir O,(A) = 1 gezeigt haben, la& sich such O,(G(x)) = 1 zeigen. 
Fiir jede Ecke u sei Z, die Untergruppe von G(u), die von allen Normalteilern 
Z* von G(u) mit Z* < O,(G(u)) und O,(G(u)/C,(Z*)) = 1 erzeugt wird; 
hierbei bezeichnet C,(Z*) den Zentralisator von Z* in G(u). Nach [8, (2.2), 
(5.10)] ist Z(S) < Z, und damit Z(S) 4 C,(Z,) fur u = x und y. Demzufolge 
kann die Gruppe C,(Z,) nicht transitiv auf T(x) operieren. Ebenfalls mu13 
iV,(J(S)) intransitiv auf T(x) operieren; hierbei ist J(S) die Thompson-Unter- 
gruppe von S [S, S.2711 und NJJ(S)) ihr N ormalisator in G(x). Weil C,(Z,) a 
G(x) und G(x)r@) 2-transitiv ist, gilt sogar C,(Z,) < K(x). Insbesondere 
ist G(x) f GA) - Nz(J(S)). 
Sei Y die Menge aller p-Elemente a von G(x) derart, da0 ] Z,,.Czz(a)~ = p. 
Sei H = (7, C,(Z,)). Wir behaupten, da8 H alle die Eigenschaften hat, die 
ihr in Glaubermans p-Factorizationssatz [3] nachgewiesen werden. In der Tat 
gilt der Beweis dieses Satzes ohne wesentliche Anderung, wenn wir die Vor- 
aussetzung G # C(Z(S)) * iV(J(S)) durch G # C(Z) . N(J(S)) ersetzen. Es 
wird dem Leser iiberlassen, diese Behauptung nachzupriifen. Insbesondere 
gibt es eine nattirliche Zahl n > 1 derart, da8 
I7 g SL(2, p) x *.- x sqz P) = sq2, P)“, - 
n-ma1 
wobei i7 = H/C,(Z,). 
Sei zunlchst 7r = 2 und p = 3. Nach [6] ist G(x)T(*) zu einer Untergruppe 
der Gruppe r(d) aller semi-linearen Abbildungen des Korpers GF(d) auf sich 
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selbst ahnlich und also K(x)r@) <” T(d), , wobei T(d), der Stabilisator in T(d) von 
0 E GF(d) ist. Insbesondere is; eine 2-Sylowgruppe von K(x) zyklisch, da 
K(x, y) eine 3-Gruppe ist. Wegen ffs 5X(2,3)” ist OZ(w) zu p isomorph, 
wobei Q die Quaternionengruppe ist, und insbesondere nicht zyklisch, so da13 
O,(R) $ K(x), wo K(x) = K(x)/C,(Z,). Wegen O,(g) char R 4 G(x) = 
G(x)/C,(Z,) mul3 O,(R) eine regulare Permutationsgruppe auf T(x) induzieren. 
Operiert ein Element a E O,(n) nicht trivial auf T(x), so ist a kein Quadrat 
in O,(R). Da jede Involution von Q” ein Quadrat ist, operiert jede Involution 
von O,(R) trivial auf T(x). Also enthalt O,(H) genau eine Involution, weil eine 
2-Sylowgruppe von K(x) zyklisch ist. Es folgt n = 1. Da O,(R) regular auf 
T(x) operiert, gilt d = 4. Widerspruch. 
Es bleibt nur noch der Fall rr = 3 und p = 2. Wir nehmen zunachst an, 
dal3 G(x)r@) 2 T(d). S ei a E G(x) ein Element, dessen Ordnung eine Potenz 
von zwei ist, und b E K(x) ein Element, dessen Ordnung eine Potenz von drei 
ist. Es gibt eine Ecke x,, E T(x) mit a E G(x, x0). Wegen G(x, xJ(~) 3 I’(d), 
und 3 { 1 K(x, x,,)I ist die Ordnung des Kommutators [a, b] kein Vielfaches 
von drei. 1st c E K(x) ein Element der Ordnung drei, so gibt es kein Element 
d EP der Ordnung zwei mit [c, d] = c. Wegen if z 5X(2,2)” ist also 
O,(g) IT K(x) = 1 aber such C,(O,(ir)) = O,(g), so da8 sogar if n K(x) = 1 
und damit R 2 T(d). Wegen O,(H) char p < G(x) operiert O,(H) regular 
auf T(x), so dal3 r = n. 1st a eine beliebige Involution in T(d), so ist die Ordnung 
der Untergruppe Co crcd))(a) entweder eins oder 3”j2. Aus gr SL(2,2)” 
und d # 3 folgt dam:t n = 2 und also d = 9. 1st P die Permutationsgruppe, 
die H n G(y) auf T(x) induziert, so ist P elementar abelsch der Ordnung vier 
und P Q G(x, y)r(“). Die Gruppe T(9), enhalt nur zwei echte Untergruppen, 
die transitiv auf GF(9)* operieren; die eine ist zyklisch und die andere zu Q 
isomorph. Da such T’(9), selbst keinen elementar abelschen Normalteiler 
der Ordnung vier enthalt, kann d = 9 und also Go 2 T(d) nicht. 
Die Permutationsgruppe G(x)r(“) muB zu einer von Hupperts Ausnahme- 
gruppen [6] ahnlich sein; insbesondere ist entweder d = 9 oder d = 81. Sei 
zunachst d = 81. Dann ist 1 G(x,y)rcZ) 1 zu drei teilerfremd, so da8 O,(g) wie 
zuvor eine regulare Permutationsgruppe auf T(x) induziert und ff n K(x) = 1. 
1st P wieder die Permutationsgruppe, die H n G(y) auf T(x) induziert, so ist 
P elementar abelsch der Ordnung 16 und Pa A = G(~,y)~c~). Da A/A’ 
zyklisch ist, gilt 1 P n A’ / 3 8. Aber A’ ist zum dirkten Produkt A jc D, mit 
verschmolzenen Zentren isomorph, wobei D, die Diedergruppe der Ordnung 
acht ist, undQ i< D, enthalt keine elementar abelsche Untergruppe der Ordnung 
acht. Damit ist d = 81 unmoglich. 
Es gilt also d = 9 und SL(2, 3) 2 G(x, y)r@) 2 GL(2,3), so daBPG%, 4) 2 
G(x)r@). 1st / K(x)/ nicht durch drei teilbar, so gilt noch einmal H n K(x) =y 1. 
Demnach enthalt G(x, y)r(“) einen elementar abelschen Normalteiler der 
Ordnung vier. Da O,(G(x, y)r(“)) aber zu Q isomorph ist, mul3 doch 3 1 1 K(x)]. 
Damit ist 3 1 1 K(x)r(“)I; wegen K(x) 4 G(x, y) operiert K(x) also transitiv 
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auf T(y) - (x}, so da13 s > 3. Der Beweis dafiir, da0 K(x, y) = 1, wenn d = 9, 
s >, 3 und 3 1 1 K(x)[, wo anscheinend ganz andere Methoden notwendig sind, 
als die die wir hier angewandt haben, befindet sich in [ll]. 
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